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1 Introducao

Sistemas dindmicos reversiveis e sistemas Hamiltonianos desempenham papel fundamental na
teoria qualitativa das equagdes diferenciais e da dinamica cldssica [1} 2, 13, 4]. Ambas as classes
surgem naturalmente em diversos problemas provenientes da Mecanica, Mecanica Celeste e Fisica
Matematica, nos quais estruturas de simetria exercem influéncia decisiva sobre o comportamento
qualitativo das solugdes.

Um sistema diferencial € dito reversivel quando sua dinamica € invariavel sob uma reversao
temporal apropriada. Mais precisamente, se ¢(¢) € uma solug¢ao do sistema, entdo a curva ¢ (x(—t))
também € solucdo para uma involucao adequada R. Essa propriedade impde fortes restricdes ao
retrato de fase e frequentemente produz estruturas dindmicas semelhantes as observadas em sistemas
Hamiltonianos [3, 5, |4, 6].

A proximidade entre os mundos reversivel e Hamiltoniano vem sendo observada desde os
trabalhos de Poincaré e Birkhoff e foi posteriormente consolidada por Devaney no contexto moderno
da teoria dos sistemas reversiveis [3]. Diversos resultados cldssicos originalmente obtidos para
sistemas Hamiltonianos, como versdes do Teorema do Centro de Lyapunov e resultados do tipo
KAM, admitem andlogos em contextos reversiveis [1} 5, 4} 16, [7, 8]. Como observado por Lamb e
Roberts [4], sistemas reversiveis proximos de Orbitas periddicas simétricas frequentemente exibem
comportamento qualitativo muito semelhante ao Hamiltoniano.

Entretanto, apesar dessas profundas conexdes, sistemas Hamiltonianos e reversiveis constituem
classes distintas de sistemas dinamicos e apresentam diferencgas significativas do ponto de vista
geométrico e dindmico [4} 9]]. Isso conduz naturalmente a seguinte questdo: até que ponto sistemas
reversiveis podem ser descritos localmente por estruturas Hamiltonianas?

No contexto local, essa questdao tem sido investigada por meio da teoria de formas normais;
ver, por exemplo, [10, [11,[12] e as referéncias ali contidas. Nesses trabalhos, os autores obtiveram
resultados de equivaléncia formal entre sistemas reversiveis e Hamiltonianos para importantes classes
de campos vetoriais reversiveis. Em particular, o resultado principal de [11] estabelece que todo
campo vetorial planar reversivel em relagao a involuc¢ao R(x, y) = (x, —y) € formalmente conjugado,
em uma vizinhanca de um ponto de equilibrio nao degenerado, a um sistema Hamiltoniano planar.

O principal objetivo deste trabalho é mostrar que, no caso planar analitico, a equivaléncia formal
obtida em [11] pode ser promovida a uma equivaléncia analitica local. Mais precisamente, provamos
que todo campo vetorial analitico planar reversivel em relagao a involucao

R(X,Y) = (X, —)’)

¢ localmente analiticamente conjugado, em uma vizinhang¢a de um ponto de equilibrio nao degen-
erado, a um sistema Hamiltoniano planar. Em particular, o resultado permite descrever a dinamica
local de sistemas reversiveis por meio da teoria de sistemas Hamiltonianos.

Nossa abordagem combina técnicas de formas normais de Poincaré—Dulac, teoria de sistemas
reversiveis e argumentos de convergéncia baseados no método dos majorantes de Cauchy.

O artigo esta organizado da seguinte forma. Na Secdo 2 apresentamos os conceitos e resultados
preliminares sobre sistemas reversiveis, sistemas Hamiltonianos, equivaléncia de campos vetoriais e
teoria de formas normais que serao utilizados ao longo do texto. Na Se¢ao 3 enunciamos o resultado
principal, apresentamos sua demonstracdo e uma aplicacdo. Por fim, na Secdo 4 apresentamos
algumas consideragdes finais e perspectivas para trabalhos futuros.
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2 Preliminares

Nesta se¢ao apresentamos alguns conceitos e resultados que serao utilizados ao longo do trabalho.
Para uma exposicao mais detalhada sobre sistemas diferenciais planares, ver [13]].

Seja Q um subconjunto aberto de R? e denote por C” (€, R") o conjunto das aplicacdes de classe
C” definidas em Q com valores em R”, onde n € {1,2} er € {1,2,...,00,w}, sendo w utilizado
para denotar a classe das fun¢des analiticas reais.

Sejam P, Q € C"(Q,R) e considere o sistema diferencial planar

x'=P(x,y),

) (x,y) € Q, )]
Y =0(x,y),

O sistema () determina em £ o campo vetorial planar X = (P, Q) € C"(Q, R?), o qual também
pode ser representado na forma

0 0
X = P(x, y)a +0(x, y)5~

Sob essas hipéteses de regularidade, o sistema diferencial (1) admite existéncia e unicidade local
de solugdes para condigoes iniciais dadas. Uma solug@o de (I) é uma curva diferenciavel ¢ : I — €,
onde / C R € um intervalo aberto, tal que

@' (1) = X(p(1)), tel.

Geometricamente, as solugdes correspondem as curvas integrais do campo vetorial X. O conjunto
dessas trajetérias orientadas descreve a dinamica do sistema e determina o chamado retrato de fase
associado ao campo vetorial.

Em geral, a determinacao explicita das solucdes de um sistema diferencial € uma tarefa dificil
e, na maioria dos casos, impossivel de ser realizada por meio de funcdes elementares ou formas
fechadas conhecidas. Por essa razdo, a Teoria Qualitativa das Equacdes Diferenciais busca obter
informagdes relevantes sobre a dinamica do sistema sem determinar explicitamente suas solucoes.

Nessa abordagem, procura-se compreender inicialmente o comportamento local das trajetorias
do sistema. Nesse contexto, destacam-se os pontos de equilibrio, isto €, os pontos p € € tais que
X(p) = 0, e as orbitas periodicas, definidas como imagens de solucdes periddicas de X. Esses
objetos desempenham papel fundamental na descri¢ao da estrutura local do retrato de fase e do
comportamento qualitativo das solucoes.

Em dimensao dois, a parte linear do sistema, representada pela matriz D X (p), fornece informagoes
importantes sobre a dinamica local nas vizinhangas de um ponto de equilibrio p. Em particular,
equilibrios podem ser classificados localmente como:

* no, quando os autovalores de DX (p) sdo reais e possuem o mesmo sinal;
* foco, quando os autovalores de DX (p) sdo complexos ndo reais com parte real nao nula;
* sela, quando os autovalores de D X (p) sdo reais e possuem sinais opostos;

* centro, quando existe uma vizinhanga perfurada de p preenchida por oOrbitas periddicas
envolvendo o equilibrio.
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Um ponto de equilibrio p € dito ndo degenerado se det DX (p) # 0. Nessa situacdo, a matriz
linear DX (p) é invertivel e a dindmica local do sistema nas proximidades de p € determinada, em
primeira aproximacao, pela parte linear do campo vetorial.

Neste trabalho, estaremos interessados apenas em equilibrios ndo degenerados do tipo centro e
sela, os quais surgem naturalmente no contexto de sistemas reversiveis planares.

2.1 Sistemas reversiveis

Nesta subsecdo, apresentamos alguns conceitos e propriedades basicas da teoria de sistemas
diferenciais reversiveis que serdo utilizados ao longo do texto. Para um estudo mais aprofundado
sobre o tema, remetemos o leitor as referéncias [[1} (3, 14} [15]].

Uma involugdo sobre R? é um difeomorfismo ¢ : R> — R? tal que ¢ o ¢ = Id. Um campo
vetorial X € C"(Q, Rz) ¢ dito reversivel em relacdo a ¢, ou p-reversivel em Q, se

De(§)X(§) =-Xog(£), V&=(xy)€Q. 2)

Nesse caso, o sistema diferencial associado ao campo vetorial X € dito reversivel em relacao a
involugdo ¢.

Neste trabalho, estaremos interessados apenas em sistemas reversiveis em relagdo a involugdes
lineares. Nesse contexto, temos a seguinte defini¢ao.

Uma aplicagdo linear R : R? — R? é chamada de involucdo linear se R*> = Id. Um campo
vetorial X € C"(Q, Rz) € dito reversivel em relacao a R, ou simplesmente R-reversivel em €2, se

RoX(&)=—-XoR(&), Vé:=(xy) eQ. 3)

A condicao (3) implica que, se ¢(f) = (x(r), y(z)) é uma solucio do sistema associado a X,
entdo a curva R(¢(—t)) também € solucdo. Em outras palavras, a involu¢ao reversora transforma
trajetorias do sistema em trajetorias percorridas no sentido oposto do tempo.

Geometricamente, o retrato de fase de X apresenta uma simetria reversora em relacao ao conjunto
dos pontos fixos da involucao R,

Fix(R) = {¢ e R%; R(¢) = ¢}.
Um ponto de equilibrio p é dito simétrico quando R(p) = p, isto é, quando p € Fix(R).
Analogamente, uma orbita y de X € dita simétrica quando R(y) = .

Seja X € C"(Q,R?) um campo vetorial R-reversivel e seja Fix(R) o conjunto dos pontos fixos da
involucdo R. Destacamos, a seguir, algumas propriedades cldssicas do sistema reversivel associado
aX.

(i) Um ponto de equilibrio simétrico ou uma 6rbita periddica simétrica nao pode ser atrator nem
repulsor;

(i) Se X(p) =0e p ¢ Fix(R), entdo X(R(p)) =0;

(iii) Se uma orbita regular intercepta Fix(R) em dois pontos distintos, entdo ela é uma Orbita
periodica simétrica;

(iv) Se y € uma O6rbita periddica que nao intercepta Fix(R), entdao R(y) também é uma Orbita
periodica;
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(v) O retrato de fase de X é simétrico em relacdo a Fix(R).

Neste trabalho, estamos interessados em sistemas diferenciais planares reversiveis em relagcao a
involucao linear

R(x’y) = (X, _y)

Geometricamente, essa transformacao preserva a coordenada x e inverte o sinal da coordenada y,
correspondendo a reversao do sentido da velocidade na direcdo vertical. Em particular, o conjunto
de pontos fixos de R é dado pelo eixo x, isto &,

Fix(R) = {(x,y) € R* y =0}

Um exemplo de sistema reversivel em relac@o a involug¢ao R é dado por

x'=y,
a,b e R. “4)

y' =—=x(b - ay?),

De fato, considerando
X(x,y) = (y,—x(b — ay?))

o campo vetorial associado ao sistema (@), temos

X(x,=y) = (-y, —x(b — ay?)).
Como
R(x,y) = (x,-y),
segue que
R(X(x,y)) = (v.x(b - ay?)),
a0 passo que
~X(R(x,y)) = =X (x, =y) = (y,x(b - ay?)).

Portanto,
R OX(X’y) =-X OR(.X,y),

mostrando que o sistema (4] é R-reversivel.
De maneira mais geral, um campo vetorial planar

X(x,y) = (P(x,y),Q(x.,y))

€ reversivel em relacdo a involucao
R(x,y) = (x,-y)
se, e somente se,
Px,-y)=-P(x,y) e Q@ -y)=0(xy).

Em outras palavras, a primeira componente do campo deve ser impar em relagdao a varidvel y,
enquanto a segunda deve ser par em y.
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2.2 Sistemas hamiltonianos

Nesta subsecao, apresentamos brevemente alguns conceitos basicos da teoria de sistemas Hamil-
tonianos planares que serdo utilizados ao longo do texto. Para mais detalhes, ver [13, 16, 17].

Seja Q ¢ R? um conjunto aberto. Um sistema diferencial planar de classe C” em Q, com
re{l,..., o,w}, é chamado Hamiltoniano se existe uma fungiio H € C"*'(Q, R) tal que

9H  oH
X = 6_y(-x’y)’ y= Ox (X,y)-

A func¢do H é denominada Hamiltoniana do sistema, e o campo vetorial associado é dado por

O0H 0H

XH(x’y) = E(x’y)’_g(x’y) .

Uma propriedade fundamental dos sistemas Hamiltonianos é que a Hamiltoniana € conservada
ao longo das trajetorias, visto que, se

o(t) = (x(1), (1))

€ uma solucao do sistema Hamiltoniano, entdao

< H(p(1) = VH(p(1)) - Xu(p(1) =0.

Consequentemente, as Orbitas do sistema permanecem contidas nas curvas de nivel da Hamiltoniana
H(x,y) =c, c €R,

de modo que o retrato de fase do sistema € essencialmente determinado pela geometria desses
conjuntos de nivel.

Assim, grande parte das propriedades dinamicas do sistema pode ser obtida diretamente a partir
da andlise geométrica da Hamiltoniana H, como mostram as propriedades a seguir.

1. a funcdo Hamiltoniana H € uma integral primeira de Xp;
2. as singularidades ndo degeneradas de Xy s@o do tipo centro ou sela;

3. minimos e maximos locais ndo degenerados de H correspondem a centros de Xy, enquanto
pontos de sela nao degenerados de H correspondem a selas de Xp;

4. o campo vetorial Xy € tangente as curvas de nivel de H;
5. as Orbitas de Xy estdo contidas nas curvas de nivel da Hamiltoniana;

6. o fluxo de Xy preserva drea no plano. Equivalentemente, o divergente de Xy € identicamente
nulo, isto €,
le(XH) = 0.
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A propriedade (6) implica que sistemas Hamiltonianos planares preservam drea no espago de
fase e, consequentemente, nao possuem equilibrios do tipo n6 ou foco.

Uma classe importante de sistemas Hamiltonianos planares € obtida a partir de sistemas conser-
vativos unidimensionais, descritos pela equacgado diferencial de segunda ordem

¥ =F(x), )

onde F : I € R — R depende apenas da posi¢ao x.
Introduzindo a varidvel y = x, a equagdo (5]) pode ser escrita como o sistema de primeira ordem

xX=y,

y=F(x),

(x,y) € I xXR. (6)

A equagio (9) representa a segunda lei de Newton para uma particula de massa m = 1 submetida

a uma forca F'(x). Nesse contexto,
2

I(y) =%

¢ a energia cinética, enquanto

v =- [ e
X0
¢ a energia potencial associada a for¢a F'. Assim,

F(x) =-V'(x),

e o sistema ([6)) assume a forma Hamiltoniana

. OH
X = E(X, y),
. OH
y= _E (x’ )’),
com Hamiltoniana )

H(x,y) = y? + V().

Por esse motivo, sistemas da forma (6] sdo também chamados de sistemas potenciais.

Geometricamente, a Hamiltoniana representa a energia total do sistema, dada pela soma entre a
energia cinética % y? e a energia potencial V(x).

Essa classe inclui diversos modelos classicos da Mecanica, como o oscilador harmonico

o péndulo simples
x” +sinx =0,

e o oscilador de Duffing
x" +ax+bx®>=0.

NASCIMENTO, F. J. dos S. Conjugacao analitica entre sistemas reversiveis e hamiltonianos no plano. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de
Matematica, Bauru, v. 27, €27009, 2026.
DOI:10.21167/cqdv27e¢27009  Disponivel em: https://revistas.bauru.unesp.br/index.php/revistacqd/ptgR/



" of
=
=)

2.3 Equivaléncia de Campos Vetoriais

Nesta se¢do introduzimos o conceito de equivaléncia entre campos vetoriais planares, bem como
alguns resultados preliminares sobre mudangas de coordenadas e formas normais. Essas ferramentas
desempenham papel central na demonstragao do resultado principal deste trabalho.

O objetivo central é comparar sistemas diferenciais através de transformagdes que preservem
sua dinamica qualitativa, simplificando a estrutura do campo vetorial sem alterar as propriedades
essenciais do sistema.

A fim de ilustrar a ideia de equivaléncia entre campos vetoriais, sejam Q; C R? um aberto,
X| € C" (21, R?) um campo vetorial e

h: Ql - Qz = /’l(Ql)
um difeomorfismo de classe C". Seja

£(1) = (x(1), y(1))

uma solu¢do da equagao diferencial associada a X, isto &,

£ =Xi().

Associamos a trajetéria £(¢) a curva

(1) = h(£(1)).

Pela regra da cadeia,
i1(1) = Dh(£(1))é(r) = Dh(£(0)) X1 (£(1)).
Como
£(1) = ™' (n(n)),
segue que
1i(2) = Dh(h™" (n(0)) X1 (k™" (n(1))).
Portanto, a curva n(t) € solugdo do sistema diferencial

1= Xa(m),

onde o campo vetorial X, € definido por
Xo(n) =Dh(h ' () X1 (k7' (7)), ne.
O campo vetorial X, € chamado pushforward de X pelo difeomorfismo /4, sendo denotado por
X, = h.X.

Geometricamente, isso significa que o difeomorfismo /4 transporta trajetorias do sistema associ-
ado a X em trajetdrias do sistema associado a X, preservando a estrutura dindmica do retrato de
fase.

De modo geral, sejam Q; C R2, i € {1, 2}, abertos, e X; € C"(Q;, RZ). Dizemos que os campos
vetoriais X; e X, sdo C"-equivalentes se existe um difeomorfismo 4 : Q; — €, de classe C” tal que

Dh(x) X;(x) = Xa(h(x)), Vx e Q.
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Equivalentemente,

Xa(y) = Dh(h™' ONX1 (K7 (3) = (X)) (), Yy e

Nesse caso, o difeomorfismo % transforma trajetérias do sistema associado a X; em trajetdrias
do sistema associado a X, preservando a dinamica qualitativa dos sistemas, como pontos singulares
e Orbitas periodicas.

No contexto deste trabalho, estaremos interessados em determinar condi¢des sob as quais sistemas
reversiveis sejam localmente conjugados a sistemas Hamiltonianos por meio de um difeomorfismo
adequado.

Mais precisamente, nosso interesse recaird sobre equivaléncias locais em torno de pontos singu-
lares, os quais, sem perda de generalidade, assumiremos localizados na origem.

Para o estudo local de campos vetoriais nas vizinhancas de singularidades, uma ferramenta
fundamental € a teoria de formas normais, cujo objetivo consiste em simplificar a expressao do
sistema por meio de mudangas sucessivas de coordenadas, preservando sua dindmica essencial.

2.4 Formas Normais

A teoria das formas normais busca simplificar localmente a expressao de um campo vetorial
através de mudancas de coordenadas proximas da identidade. Mais precisamente, dado um campo
vetorial X, procura-se uma transformacao que o conjugue a um novo campo vetorial com expressao
mais simples, preservando as propriedades qualitativas fundamentais da dinamica.

No contexto deste trabalho, as formas normais desempenham papel central na demonstracao
do resultado principal, permitindo reduzir sistemas reversiveis a formas normais Hamiltonianas
apropriadas. A exposic¢ao apresentada a seguir foi adaptada de [[13, 18, [19]].

Iniciamos introduzindo algumas defini¢cdes e notacdes que serdo utilizadas ao longo desta
subsecao.
Daqui em diante, a notagao
¢ : (R%,0) — (R%,0)

indicard que ¢ é uma aplicagio definida em uma vizinhanga da origem em R?, com valores em R?,
satisfazendo ¢(0) = 0.
Um polinémio homogéneo de grau k em R? é uma expressdo da forma

o (x) = ) agxt,

lg|=k

onde
x=(x,x2), x7=x{'x’, lgl=q1+q2=k e NU{0}, a,€eR.
Denotaremos por Hé‘ o espago dos campos vetoriais polinomiais homogéneos de grau k em R2.
Uma aplicacdo formal
¢ (R%,0) — (R, 0)

é uma série formal da forma

o) = > ¢*x), ¢ eHS,

k>0

nao necessariamente convergente.
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Seja agora
X : (R%0) — (R%,0)

um campo vetorial de classe C", com r € {co0, w}, e considere sua expansdo de Taylor em torno da
origem:

X(x) = Ax + X2(x) + X2 (0) + -+ Xk () +o(IxF), X' eH], 2<j<k, (D)

onde A = DX(0) é a parte linear de X e o(|x|**') denota termos de ordem estritamente superior a
k.
Considere também uma mudanga formal de coordenadas da forma

x=h(y)=y+ ) Wy,  h*eHS. ®)
k>2

Tal transformacao induz um novo campo vetorial formal Y = s, X, cuja expansao é dada por
YO0 = Ay + V2 + V) +---+ Y +o(bI") YeH), 2<j<k )

Definicao 1 Os campos vetoriais formais (1) e () sdo ditos formalmente conjugados se existe uma
transformagao formal h da forma (8)) satisfazendo

Y =hX.
Além disso, se X, Y e h forem analiticos, entao dizemos que X e Y sdo analiticamente conjugados.

O objetivo da teoria das formas normais é simplificar a expressdao do campo vetorial (7)), elimi-
nando, sempre que possivel, termos ndo essenciais por meio de mudancas de coordenadas proximas
da identidade. O procedimento € realizado iterativamente, comegando pelos termos homogéneos de
menor ordem.

Consideremos inicialmente uma mudanca de coordenadas da forma
x=y+h(y), h* e H%,
onde h” serd determinada posteriormente. Derivando em relagiio ao tempo, obtemos
% = (Id+ Dh*(y))y.

Como Dh*(0) = 0, segue que Id + Dh?(y) é invertivel para y suficientemente préximo da
origem. Portanto,

y = (Id+ Dh*(y)) " '%.
Substituindo x = y + 4%(y) na expansdo de X, obtemos

5= (1d+ DI () A+ 120 + X2+ 12(3))) + O ().

Retendo apenas os termos até ordem dois, segue que

5= Ay = (DR () Ay - AR () + X () + O(IyP).
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Isso motiva a introdugio do operador linear Lf) : HY — H3, definido por
(LY 1) () = DR*(0) Ay = AR (). (10)
Assim, se X2 € Im(Lff)), podemos escolher h? e H% tal que
LAZ) n? = X2,

eliminando completamente os termos quadréticos do sistema. Nesse caso, 0 novo campo vetorial
assume a forma

Y(y) = Ay + O(|y]).

O mesmo procedimento pode ser repetido para os termos homogéneos de ordem k > 3. A
possibilidade de eliminar os termos de ordem k depende da invertibilidade de um operador linear
associado a parte linear A, chamado operador homolégico. Tal invertibilidade estd diretamente
relacionada as relagdes de ressonancia entre os autovalores de A.

Para k > 2, o operador linear Lik) : Hé‘ — Hé‘ definido por
(L 1) () = DI* () Ay — AR () (1)

€ chamado operador homologico associado a matriz A.

Sejam A = (A,4,) os autovalores da matriz A = DX (0). Dizemos que A é ressonante se
existirem

q=(q1.q2) eN* e je{l,2}
tais que
A;=(q. 1), lql =q1+q2>2,
onde
(g, ) = q1d1 + q25.
Nesse caso, dizemos que a ressonancia possui ordem |¢g|. Caso contrario, A € dita ndo ressonante.

Um monOmio

0
q
a x?—
q an
¢é dito ressonante se
/lj = <q,/l>

Suponha que A = DX (0, 0) seja diagonal, isto é,
A= diag(/ll,/lz).

Entdo o operador homolégico
LY HE — HE

¢ diagonal na base
0

. = 1727
Ox; J

x4
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e satisfaz 5 )
(k)
L 1— =g, 1) —A;)x—, 12
A (x ax}_) (g0 = )5 (12)
onde
A= (41, 42), (g, ) = q1d1 + q22.
Assim, se a matriz A é nao ressonante, entao
(g, 1) —4; #0, j=12,
para todo multiindice ¢ com |¢g| = k > 2. Consequentemente, o operador homoldgico Lik) é

invertivel para todo k > 2. Portanto, todos os termos nao lineares podem ser eliminados formalmente
por mudancas sucessivas de coordenadas, obtendo-se a forma normal linear

y=Ay.

Mesmo nos casos ressonantes, ainda € possivel eliminar todos os mondmios nao ressonantes por meio
de mudancgas formais de coordenadas. Esse resultado € conhecido como teorema de Poincaré—Dulac;
veja, por exemplo, [[18]].

Teorema 1 (Poincaré-Dulac) Seja X : (R2,0) — (R?,0) um campo vetorial de classe C", com
r € {oo,w}, tal que A = DX(0) é ressonante. Entdo existe uma mudanga formal de coordenadas

x=y+h(y)

que transforma X em um sistema da forma

Y(y) =Ay+G(y),
onde todos os monomios presentes em G sdo ressonantes.

No caso de centros nao degenerados, a dinamica local possui uma estrutura particularmente
rigida. O proximo resultado corresponde a uma formulacio moderna do teorema de Poincaré—
Lyapunov, veja, por exemplo, o Teorema 3.1 de [20].

Teorema 2 (Poincaré-Lyapunov) Seja X : (R?,0) — (R2,0) um campo vetorial de classe C.
Entdo a origem é um centro ndo degenerado se, e somente se, existe uma mudanca analitica de
coordenadas

(u,v) = (x,y) + h(x,y)

definida em uma vizinhanga da origem tal que

0 0
Y = y(l +g(x2 +y2))8_x —x(l +g(x2 +y2))$,

onde g é analitica em uma vizinhanca da origem e satisfaz g(0) = 0.
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3 Resultado Principal

Os resultados apresentados nas secoes anteriores fornecem o contexto necessdrio para o enunci-
ado do principal resultado deste trabalho.

Teorema 3 Seja X : (R?,0) — (R2,0) um campo vetorial analitico tal que det DX(0) = d # 0,
e suponha que X seja reversivel em relacdo a involucao R(u,v) = (u,—v). Entdo existe um
difeomorfismo analitico local h : (R%,0) — (R?,0), que comuta com R, isto é, ho R = R o h, tal
que

(h.X)(x,y) = Xu(x,y),

onde Xy é o campo Hamiltoniano analitico associado a Hamiltoniana

F(x>+y%), d>0 (caso centro),
H(x,y) =
F(y*-=x?), d<0 (caso sela),

em que
l t
F(r) = —/ G(s)ds,
2 Jo
e G é uma fungao real-analitica definida numa vizinhanga da origem, satisfazendo G(0) # 0.

Em suma, o teorema garante que todo campo vetorial analitico X, com equilibrio ndo degenerado
e reversivel em relacdo a involugdo R, € analiticamente conjugado, em uma vizinhanca do equilibrio,
aum campo vetorial Hamiltoniano cuja forma normal possui uma estrutura particularmente simples.
Além disso, o teorema assegura que o difeomorfismo responsével pela conjuga¢do pode ser escolhido
de modo a comutar com a involugao reversora.

A conjugacao formal entre sistemas reversiveis e Hamiltonianos ja havia sido estabelecida em
[11]], como consequéncia de resultados mais gerais de equivaléncia formal. O aspecto novo do
Teorema[3|é mostrar que, no contexto planar analitico, essa conjugacdo formal é de fato convergente.
Dessa forma, obtém-se uma equivaléncia analitica local entre as duas classes de sistemas, permitindo
transferir propriedades dinamicas e geométricas por meio de mudancgas de coordenadas analiticas.

3.1 Demonstracao do Teorema

A demonstragdo do Teorema [3] serd dividida em dois casos, o caso centro (d > 0) e o caso sela
(d < 0), correspondentes aos possiveis tipos de singularidades ndao degeneradas compativeis com a
reversibilidade em relacao a involugdo

R(u,v) = (u,—v).

Antes disso, estabelecemos um resultado preliminar descrevendo a estrutura da parte linear de
um campo vetorial reversivel. Esse resultado serd fundamental para a construgao das formas normais
utilizadas posteriormente.

Lema 1 Seja X (u,v) um campo vetorial analitico definido em uma vizinhanga de (0, 0), satisfazendo
X(0,0) = (0,0)ed = det DX(0,0) # 0. Suponha ainda que X seja reversivel em relacdo a involugcao

R(u,v) = (u,-v).
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Entdo a matriz jacobiana A = DX (0, Q) tem necessariamente a forma

0
A:(y g) By # 0. (13)

Além disso:
* se By <0, a origem é um centro ndo degenerado;

* se By > 0, a origem é uma sela nao degenerada.

Demonstragao.
A condic¢do de reversibilidade

DR(u,v) X(u,v) = =X (R(u,v)) (14)

vale para todo (u, v) suficientemente proximo da origem.
Avaliando (14) em (0, 0) e usando que R ¢ linear, obtemos a relagdo matricial

RA = AR, (15)

onde
R =DR(0,0) e A =DX(0,0).

No caso considerado,

1 0
k= (0 —1) '
A relagao impde fortes restri¢des a estrutura da parte linear do sistema.
Escrevendo
_[* B
o (7 0 ) ’
segue de que

(5 46 2)-(54)

Comparando as entradas das matrizes, obtemos

e
5= = 6=0
Portanto,
0
a=(; 1)
v 0
Como
d=detA=-By #0,
segue que

By #0,
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o que conclui (T3).
O polindmio caracteristico de A é dado por

p(d) =A% - By,

de modo que os autovalores de A sao

Assim,
By <0 & A: = tiw, w >0, (caso centro),

By >0 & A € R\ {0}, (casosela).

Por fim, embora autovalores puramente imaginédrios nao garantam, em geral, que a origem seja
um centro, podendo corresponder a um foco, a reversibilidade em relacao a involu¢ao R impede
a ocorréncia de espiralamento das orbitas. Consequentemente, no caso Sy < 0, a origem é
necessariamente um centro, veja o Teorema 1 em [21].

O

A seguir, dividimos a demonstracdo do Teorema (3| em dois casos distintos: o caso em que X
possui um centro € o caso em que X possui uma sela.

3.1.1 Caso Centro

No caso em que a origem € um centro nao degenerado, a conclusao principal decorre diretamente
do Teorema de Poincaré—Lyapunov apresentado na secao anterior.

De fato, pelo Teorema [2| todo campo vetorial analitico com um centro ndo degenerado €
analiticamente conjugado, em uma vizinhanca da origem, a um sistema da forma

0 0
Y = y(l +g(x2 +y2))8_x —x(l +g(x2 +y2))$,

onde g ¢ analitica e satisfaz g(0) = 0. Observemos que o sistema acima ¢ Hamiltoniano. De fato,
definindo
G(t) =1+g(1),

temos G (0) > 0 e o campo vetorial pode ser escrito na forma
XH()C, y) = (ByH(x, y)9 —0XH(X, )’))’

onde
H(x,y) = F(x* +y%),

com

F(t) = %/OtG(s) ds.

Portanto, todo centro analitico ndo degenerado é localmente analiticamente conjugado a um
sistema Hamiltoniano da forma descrita no enunciado do Teorema 31

Suponhamos agora que o campo vetorial X seja reversivel em relagdo a involucao

R(u,v) = (u,-v).
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Nesse caso, a conjugacao analitica acima pode ser escolhida de modo equivariante em relagdo a
R, isto é, existe um difeomorfismo analitico local

h:(R%,0) = (R%0)
tal que
Dh(u,v) X(u,v) = Xp(h(u,v))

hoR=Roh.

Além disso, essa conjugagdo equivariante pode ser construida de maneira candnica, sem intro-
duzir coeficientes livres nas transformacdes normalizantes, por meio de um procedimento andlogo
ao desenvolvido no caso sela apresentado na subse¢do seguinte.

3.1.2 Caso Sela

Para o caso sela, ndo conhecemos na literatura um resultado andlogo ao Teorema da Forma
Normal de Poincaré—Lyapunov para centros nao degenerados. Por essa razao, apresentamos a seguir
uma demonstragdo direta da conjugac¢do analitica no caso em que a origem € um ponto de sela.

Lema 2 Seja X (u, v) um campo vetorial analitico definido em uma vizinhanca de (0, 0), satisfazendo
d=detDX(0,0) = -By <0,
e suponha que X seja reversivel em relagdo a involugdo
R(u,v) = (u,-v).

Entdo X é analiticamente conjugado, em uma vizinhanca da origem, a um campo vetorial
Hamiltoniano
XH(X’ y) = (ByH(x, y)’ _8XH(X’ )’)),

cuja Hamiltoniana possui a forma
H(x,)’) = F(y2 _XZ)’
onde
1 t
F(t) == / G(s) ds,
2.Jo

e G ¢é uma funcdo real-analitica definida em uma vizinhanga de 0, satisfazendo G(0) < 0.

Demonstragao.

A demonstracao segue o esquema cldssico da teoria de formas normais analiticas e serd dividida
em duas etapas.

Na primeira etapa, estabeleceremos uma conjugacao formal entre o sistema original e um sistema
Hamiltoniano apropriado.

Na segunda etapa, utilizaremos o método dos majorantes de Cauchy para demonstrar a con-
vergencia das séries formais obtidas anteriormente.
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3.1.3 Conjugacao formal

Embora a existéncia de uma conjugacao formal entre sistemas reversiveis planares e Hamiltoni-
anos ja seja conhecida [11]], apresentamos aqui uma construcao explicita dessa conjugacao, adaptada
ao contexto do presente trabalho e compativel com a involugao reversora R.

A construgao da conjugacao formal baseia-se no Teorema de Poincaré—Dulac e em resultados
de Gaeta [22], que garantem a compatibilidade da reducdo a forma normal com a reversibilidade do
sistema.

Uma vez que
det DX(0,0) = -By <0,

podemos, apds uma mudanca linear de coordenadas, supor
B=y=1.
Assim, o sistema associado ao campo vetorial X pode ser escrito na forma

u=v+P(u,v), (16)
v=u+Q(u,v),

em que P e Q sao funcodes analiticas definidas em uma vizinhanga da origem, satisfazendo

P(0,0) =0Q(0,0) =0,

) DP(0,0) =DQ(0,0) =0.
Além disso, como o sistema € reversivel em relagdo a involugao
R(u,v) = (u,-v),
temos

P(u,—v) = -P(u,v), O(u,—v) =0(u,v).
A parte linear do sistema (16 é dada por

0 1
<[ o)

A1 =-1, Ay =1.

cujos autovalores sao

A matriz A € diagonalizdvel. De fato, tomando

-1 0 11
v W) e )

B=C'AC.

temos

A mudanca linear de coordenadas

(u,v) = C(&,m)
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transforma o sistema (16)) em

{§=—§—f1<f,n), 07
i =n+f2(m),
onde {
filem) = 5|PE+m~¢+m) -0 +n.~¢+n)].
) 1
fEm) = 5| PE+n~¢+m) +0E +n.~¢+).
Por defini¢do, as funcdes analiticas f| e f, satisfazem
£i(0,0) =0, Df;(0,0) =0, i=1,2.
Além disso, o sistema ¢ reversivel em relacdo a involucao linear
S=C"'RC,
isto €,
S&.m) = @,8).
Consequentemente,
f2(&m) =-fi(n,§). (18)
Passemos agora a anélise das ressonancias associadas a parte linear
B = diag(-1,1).

As relagdes de ressonancia sao dadas por
(q, /l) -A j= O,

onde
2
q = (q1,q2) € N7, A=(=1,1).
Um célculo direto mostra que os inicos mondmios ressonantes sao

(&m™ a%’ (fn)mn;—n, mz 1.
Portanto, pelo Teorema de Poincaré—Dulac (Teoremall)), o sistema (I7)) € formalmente conjugado
a um sistema da forma
E=—¢+ ) an(én)"é,
m>1 1
n=n+ ) bu(Em)™n. )
m>1

Observemos que, até este ponto, a reversibilidade ainda nao foi utilizada na determinagao da
forma normal.

Nosso proximo objetivo € determinar as restricoes impostas pela reversibilidade aos coeficientes
ressonantes da forma normal (19). Para isso, utilizaremos resultados de Gaeta [22], segundo os quais
a forma normal de Poincaré—Dulac de um campo S-reversivel pode ser obtida por transformagdes que
comutam com a involucdo S. Em consequéncia, a forma normal resultante permanece S-reversivel.

Comecamos pelo seguinte lema.
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Lema 3 Sejam X o campo vetorial associado ao sistema (1'7)) e

h(§7 T’) = ('f + hl('f’ 77)7 n+ hZ(é:’ 77)),

um difeomorfismo satisfazendo
hoS=Soh.

Entao a mudanca de coordenadas
7z h(z2),

onde 7 = (&£,n), transforma campos S-reversiveis em campos S-reversiveis.
Demonstragao.

Este resultado é um caso particular do Lema IV de [22]. Para conveniéncia do leitor, apresentamos
uma demonstracao.

Como /& comuta com S, temos
hoS=Soh.

Derivando ambos os lados e usando a regra da cadeia, obtemos
Dh(Sz) DS(z) = DS(h(z)) Dh(z).

Como S ¢€ linear, segue que
Dh(Sz) S =S Dh(z).

Multiplicando a direita por S~!, concluimos que
Dh(Sz) = SDh(z) S~ (20)
Considere agora a mudanga de coordenadas w = h(z). O campo X € transformado no campo
X(2) = (Dh(2)) "' X (h(z)).

Mostremos que X continua sendo S-reversivel. Usando (20) e a reversibilidade de X, obtemos

X(Sz) = (Dh(Sz)) "' X (h(Sz))
= (SDR(2)S™) ' X (S(h(2)))
= S(Dh(z))”' ST X(S(h(2)))
= S(Dh(z)) 'S (-SX(h(z)))
= —S(Dh(2)) "' X (h(2))
= -SX(2).

Portanto, _ —~
X(Sz) = -8X(2),

isto €, X € S-reversivel.
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A condicdo ho S = § o himplica que a parte ndo linear de 4 também comuta com S. Escrevendo
h(z) =z +h(2),

obtemos R R
h(Sz) = S h(z).

T

k>2

Consequentemente, se

¢ a decomposi¢ao homogénea de 1, entdo cada componente homogénea satisfaz
n*(Sz)=Shk(z), k=2

Por outro lado, o Teorema principal de Gaeta [22] assegura que a forma normal de Poincaré—
Dulac de um campo S-reversivel pode ser obtida por meio de uma sequéncia de transformacdes
homogéneas que comutam com S. Assim, a conjugacao formal que leva o sistema (I7) a forma
normal (I9) pode ser construida recursivamente por meio de mudangas de coordenadas da forma

W& = Em+hfEn, k=2,
onde h* é homogénea de grau k e satisfaz
K oS =50hn®,
Pela observagao anterior, isso equivale a exigir que
1*(Sz) = Sh*(2).

Além disso, pelo Lema[3] cada uma dessas transformagdes preserva a reversibilidade do sistema.
Consequentemente, todas as formas normais intermedidrias obtidas durante o procedimento de
Poincaré—Dulac permanecem S-reversiveis.

Em particular, a forma normal satisfaz

XoS=-SoX,  S(&n)=1,é).

Substituindo a expressao de X dada por (19) nessa identidade e comparando as duas componentes,
obtemos
bn =—an, m>1.
Definindo

8&m = —Am,

a forma normal pode ser escrita como

E=-£- gnléEné,

m>1 21
n=n+ > gn(Em™n. @D

m>1
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Definindo agora

g = gnt",

m=1
podemos reescrever (21]) como
{f =—¢-£g(ém),
n=n+ngén),

com g(0) =0.
Por fim, aplicando a mudanca linear

(x,y) =C'(&m),

obtemos o sistema
_ i=y(-1-g(y*-x%),
X(x,y) = { . (22)
y=x(-1-g(y*—x).
Definindo
G(t)=-1-g(),

podemos reescrever o sistema acima na forma

X=yG(y* -x?),
y = )cG(y2 —xz).

Observe que o sistema (22)) ¢ Hamiltoniano, com Hamiltoniana dada por
H(x,y) = F(y* = x%),

onde .
F(r) = %/0 G(s)ds.

Além disso, o sistema (22]) é reversivel em relagdo a involugao

R(X, y) = ()C, —)’),

pois
R=CSsCc™.

Isso conclui a construcdo da conjugagao formal.

Em resumo, o campo vetorial R-reversivel X (u,v) dgﬁnido pelo sistema (I6) é formalmente
conjugado ao campo vetorial Hamiltoniano R-reversivel X (x, y) definido por (22). Além disso, o
difeomorfismo formal

(x,y) = h(u,v)

que conjuga X e X pode ser escolhido de modo equivariante em relacao a involugdo R.
De fato, por construcao, _
h=CohoC!,
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onde h(&,n) é o difeomorfismo formal que conjuga os sistemas e (21). Como
hoS=Soh

CS =RC,
segue que

hoR=CohoC 'oR
=CohoSoC™!
=CoSohoC™!
=RoCohoC!
= Roh.
Portanto, _ _
hoR=Roh,

isto €, a conjugacao formal 47 comuta com a involugao reversora R.

3.14 Convergéncia

Observe que, como C e C™! sdo transformagdes lineares, a convergéncia de h(u,v) é equivalente
a convergéncia de h(&,n), isto é, h(u,v) converge se, e somente se, (&, n) converge, onde h(&,n)
¢ o difeomorfismo formal que conjuga os sistemas (17) e (21).

Seja
h(é:, 77) = (§+hl(§’ 77),77+h2(é:’ 77))’ hl(oa 0) = hZ(O’ O) =0, (23)
o difeomorfismo formal que conjuga os sistemas e (21), e seja

g(t) = gnt"

m>1

a fun¢do formal definida anteriormente.

Nosso objetivo € mostrar que & e g sao convergentes em uma vizinhanca da origem. Para isso,
utilizaremos o método classico dos majorantes de Cauchy, ver, por exemplo, [23 24].

A ideia consiste em comparar as séries formais obtidas anteriormente com séries de coeficientes
positivos e raio de convergéncia conhecido, chamadas séries majorantes. Mais precisamente,
construiremos funcdes analiticas _

g e h
cujos coeficientes dominam, termo a termo, os coeficientes das séries formais g e 4. A convergéncia
dessas séries majorantes implicard a convergéncia das séries originais.

Como /& comuta com S, decorre da condicao de equivariancia que

hZ(é‘:’ 77) = hl (n’ é:),

de modo que a convergéncia de /| implica a convergéncia de h,. Assim, a convergéncia de h
reduz-se a convergéncia de #;. Além disso, observemos que os divisores homoldgicos associados a
parte linear

B = diag(-1,1)
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sdo inteiros nao nulos para todos os mondmios nao ressonantes. Em particular, ndo ha ocorréncia
de pequenos divisores no processo de normalizacdo, o que permitird aplicar o método cldssico dos
majorantes de Cauchy.

Escrevamos

AEm =Y flEn e mEmn = rEn
k=2 k=2

como as expansoes em séries de Taylor de f; e /1, onde

k
Em = ay, €,

J=0

k
W) = by €.
j=0

Aplicando a mudanca de variaveis e reorganizando os termos, obtemos a relagao

(=k+2j + 1) bx—jj=ax—jj = > (k=2)) gmbijomjm: (24)

m=1

onde d;_; ; denota o coeficiente de £5~/1/ na reexpansio de fi(h(&, em série de poténcias em
i n p n p

(&.m), e
n=min{k — j, j}.

Assim, para os valores de k tais que

—k+2j+1#0,
temos
1 - & .
bk—j,j = —k+—2]+1 Ak—j,j — ,;(k =2j) &m bk—j—m,j—m . (25)

Lembremos que, quando k = 2m + 1, temos
-k+2j+1=0 & j=m.

Nesse caso,
k—2j=2(m—-j)+1,

e, em particular, para j = m, obtemos
k—=2m=1.

Substituindo k£ = 2m + 1 em (24), segue que

—2(m = j) boms1—j,j = Gome1—j,j — 2(2(’” =)+ 1) &m bomri—jm,j-m-

m=1

Tomando j = m, obtemos
0 =dms1m — gmb1o-
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Como
bip=1,
segue que
8&m = dm+l,m-
Nesse caso, escolhemos
bm+1,m =0.

Portanto, os coeficientes da conjugacao formal e da forma normal satisfazem as relagdes recur-
sivas

8m = dm+1,m’ bm+1,m =0, sek=2m+1e ] =m,

br-j,j =

~ n A 26)
Ak-j,j Z k—2j . (
—k+2j+1 =l —k+2j+1 &m Dk jmm,j=m>  €aso contrdrio.

Dessa forma, a constru¢ao acima determina unicamente um par formal (g, #) compativel com a
reversibilidade e com a estrutura da equagcao homoldgica.
O préximo passo consiste em obter majoragdes para os coeficientes g, € by_; ;. Da primeira
equacdo em (26), obtemos
lgm| < lams1,mls

€, portanto,

gEm = D lgnl(Em™ < D lamml(Em)™ < k- j1 €’ = fe,m. @7
m=1 m=1

ook
k=2 j=0
Note que fé uma funcao analitica em uma vizinhanca da origem, pois € obtida a partir da funcao
ook
~ P
FEm =" ax &y
k=2 j=0

substituindo-se cada coeficiente dy_; ; por seu valor absoluto.
_ Como f € analitica em torno da origem (por ser composi¢ao de f; com polindmios), segue que
J também € analitica em torno da origem.

Como g é majorada por f, concluimos que g € analitica em uma vizinhanca de 0 e, consequente-

mente,
g =) gnt"

m>1

¢ analitica em uma vizinhanga de 0.
Da segunda equacéo de (26), obtemos

1
—k+2j+1

|- |8m| 1Dk=j—m,j-m|. (28)

lbe_; ;| < +Zn: k=2)
k=gl = —k+2j+1
m=1

Existe uma constante ¢ > 0, independente de k e j, tal que
‘ 1

k2 +1] €
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T

—k+2j+1

para todos os indices relevantes. Logo,

n
bk jl < clax-jjl+c Y Igml bejmjml.

m=1

Dai obtemos

by | EIn

M~

h(g,n) = i
k=2

J

=0
ook
~ k—i i
SCZZWk—j,jlf I’
k=2 j=0
o k n
ki i
eSS S el iyl £
k=2 j=0 m=1

¢ f(£,m) +cg(én) h(&,n)
¢ f(&m) +c f(&n) hEn),

onde, na dltima desigualdade, usamos (27).
Assim,

IA

IA

Cf(g,n)

= F(&,m),
I - Cf(f’ﬂ)

h(¢,m) <

sempre que R
cf(mn) <L

A fungdo F ¢ analitica em uma vizinhanca da origem, pois é a composi¢cao da fun¢do analitica

X
x|—>1 , x| < 1,

com ¢ f(&,n). Portanto, i € analitica em uma vizinhanga da origem. Como /; é majorada por h,
segue que /1 também € analitica em uma vizinhanga da origem. Consequentemente,

hZ(‘f’ 77) = hl (77’ g)

também € analitica.

Concluimos, portanto, que a conjugacao formal construida anteriormente possui raio de con-
vergéncia positivo.

Assim, o difeomorfismo formal 4 define uma conjugagao analitica local entre os sistemas
e (21). Consequentemente, o campo vetorial inicial é analiticamente conjugado ao sistema Hamil-
toniano ([22)), o que conclui a demonstragido do Lema 2] O
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3.1.5 Conclusao da demonstracio do Teorema 3]

A demonstracao divide-se naturalmente em dois casos, de acordo com o sinal de
det DX(0,0),

conforme estabelecido no Lemalll

(i) Caso centro.
Neste caso, a parte linear do campo possui autovalores puramente imagindrios e, pelo Lemal[l] a
reversibilidade exclui a possibilidade de foco. Assim, a origem € um centro nao degenerado.
Aplicando o Teorema [2} obtemos uma mudanca de coordenadas analitica que transforma X em
um campo Hamiltoniano

XH(X’ y) = (ayH(x,y), _6XH(X’ y)),

cuja Hamiltoniana € da forma
H(x,y) = F(x* +y?),

onde F € uma funcgao real-analitica dada por
1 t
F(t) = 5/ G (s) ds, G(0) > 0.
0

(ii) Caso sela.

Neste caso, a parte linear do campo possui autovalores reais de sinais opostos, de modo que a
origem € uma sela ndo degenerada.

Pelo Lema 2] existe uma mudanga de coordenadas analitica que transforma X em um campo
Hamiltoniano

Xu(x,y) = (0yH(x,y), —0:H(x,y)),

cuja Hamiltoniana € da forma
H(x,y) = F(y* = x%),

onde F é uma funcao real-analitica dada por
1 t
F(t) = 5/ G (s) ds, G(0) <O.
0

Em ambos os casos, a conjugacao analitica pode ser escolhida de modo equivariante em relagcao

a involucao reversora
R(u,v) = (u,—v).

No caso sela, essa propriedade decorre diretamente da construcao da forma normal reversivel,
produzindo um difeomorfismo analitico 4 satisfazendo

Dh(u,v) X(u,v) = X (h(u,v)), hoR=Roh.

No caso centro, a construciao pode ser adaptada de maneira inteiramente analoga, produzindo
novamente uma conjuga¢do analitica equivariante.

Isso conclui a demonstra¢ao do Teorema
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3.2 Aplicacao

Nesta se¢cdo apresentamos um exemplo que ilustra o Teorema Trata-se de uma classe de
sistemas reversiveis que nao ¢ Hamiltoniana na forma original, mas que pode ser transformada
globalmente em um sistema Hamiltoniano por meio de uma mudanga explicita de coordenadas.

Considere o sistema diferencial

u =v,

a,b>0. (29)

V' = —u(b - av?),

Na Secdo vimos que o sistema (29) € reversivel em relag@o a involugao
R(u,v) = (u,-v).

Além disso, o sistema nao € Hamiltoniano na forma original, pois

9]

—(~u(b = av?)) = 2auv,
ov

div X (u,v) = ;(v) +
u

que nao € identicamente nulo.
Considere agora a mudanca de coordenadas

x =—Vabu, y:tanh_l(\/gv).

Observemos que essa transformagao comuta com a involucao R, pois

x(u,—v) =x(u,v), y(u,—v) = -y(u,v).

b
V= \/jtanh(y),
a

x" = —=Vabv = —btanh(y).

,_ Nalb_,

1 - ¢v?

Como

temos

Por outro lado,

Substituindo a segunda equacdo de (29), obtemos

= Ja/b u(b —av?).

y _—

1—4v2

Como u
b—avzzb(l—zvz),

segue que

y = —Vabu =x.

NASCIMENTO, F. J. dos S. Conjugacao analitica entre sistemas reversiveis e hamiltonianos no plano. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de

Matematica, Bauru, v. 27, €27009, 2026.

DOI:10.21167/cqdv27e¢27009  Disponivel em: https://revistas.bauru.unesp.br/index.php/revistacqd/ptgR/
27



" of
=
=)

Portanto, o sistema (29) transforma-se em

x" = —btanh(y),

’

y =x.

Esse sistema € Hamiltoniano, com Hamiltoniana
1,
H(x,y) = —Ex — blIn(coshy),

pois
, OH , OH
oy’ YT T ex

Assim, obtivemos uma conjugaco global entre o sistema reversivel (29) e um sistema Hamilto-
niano, preservando a involucao reversora ao longo da transformacao.

Esse exemplo mostra que, para certas classes especiais de sistemas reversiveis, a equivaléncia
com sistemas Hamiltonianos pode ser obtida em contexto global, e nao apenas local. Nesse sentido,
o Teorema [3|pode ser visto como uma versao local de um fendmeno que, em situacdes particulares,
também admite uma realizacdo global.

X

4 Conclusao
Mostramos que todo campo vetorial analitico planar reversivel em relacao a involugao
R(u,v) = (u,-v)

¢ localmente analiticamente conjugado a um campo Hamiltoniano cuja Hamiltoniana assume a
forma normal cldssica associada ao tipo do equilibrio. Esse resultado estende, ao contexto analitico,
a equivaléncia formal entre sistemas reversiveis ¢ Hamiltonianos obtida em [[11]], mostrando que, no
caso planar nao degenerado, tal equivaléncia pode ser realizada por uma conjugacao analitica local
compativel com a involugao reversora.

No caso centro, a equivaléncia pode ainda ser refinada. De fato, conforme mostrado em [25]], o
sistema € analiticamente conjugado a um Hamiltoniano do tipo potencial, fornecendo uma descri¢ao
mais precisa da dinamica local.

O caso degenerado permanece em aberto e apresenta dificuldades substancialmente maiores.
Os métodos utilizados neste trabalho dependem da ndo degenerescéncia da parte linear e da teoria
classica de formas normais analiticas. Em particular, singularidades nilpotentes ou altamente
ressonantes podem introduzir obstrugdes a lineariza¢do e a propria existéncia de uma estrutura
Hamiltoniana analitica equivalente.

A questdo da equivaléncia global também permanece em aberto no caso geral, inclusive em
dimensao 2. Entretanto, existem classes especificas nas quais a equivaléncia global pode ser obtida,
como os sistemas Newtonianos reversiveis estudados em [26] e as normalizagdes globais para centros
desenvolvidas em [27].

Outra direcao natural para investigacoes futuras consiste em estudar a passagem da equivaléncia
formal para a equivaléncia analitica em dimensdes superiores. Nesse contexto, Lamb, Lima, Martins,
Teixeira e Yang [[12] mostraram que formas normais reversiveis em R?, na vizinhanca de equilibrios
elipticos, possuem estrutura Hamiltoniana formal em diversos casos ndo ressonantes e ressonantes.
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Assim, uma questao natural € determinar sob quais hipdteses essas equivaléncias formais podem ser
promovidas a conjugacdes analiticas locais.

Os resultados obtidos neste trabalho mostram que, para equilibrios ndo degenerados no plano,
a equivaléncia entre sistemas reversiveis € Hamiltonianos ultrapassa o nivel formal e pode ser
realizada analiticamente. Isso sugere que fendmenos andlogos possam ocorrer em contextos mais
gerais, especialmente em dimensdes superiores ou na presencga de singularidades degeneradas, onde
diversos problemas fundamentais permanecem em aberto.
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